
Οι εξισώσεις =z zν  και 1=zν  είναι ισοδύναµες 
 
Ένα από τα κλασσικά παραδείγµατα στα Μαθηµατικά Κατεύθυνσης της Γ΄ Λυκείου 
µε αντιρρήσεις ως προς τον τρόπο επίλυσης  ( µε το ν φυσικός µη µηδενικός). 
 
Παράδειγµα 
 

Αν z C∈  να λυθεί η εξίσωση  3z z=  

Μια προσέγγιση είναι η εξής: 
Παρατηρούµε ότι για 0z =  ισχύει ενώ για 

0z ≠ 3 3 2 1 1z z z z z z⇒ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = . Έτσι επιστρέφοντας στην  αρχική 

καλούµαστε να λύσουµε την εξίσωση  3 1z =  η οποία δίνει ως λύσεις τις κυβικές 

ρίζες της µονάδας   1 1z =   2
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z i= − − . 

 

Υπάρχει η άποψη ότι το πέρασµα από την 3z z=  στην 3z z=  δεν είναι σωστό και 

µάλιστα προτείνεται η λύση να τεθεί z x yi= + .Είναι όµως έτσι; 

Η εξίσωση 3z z=  ψάχνει τους µιγαδικούς οι οποίοι στην τρίτη τους δύναµη είναι 

ίσοι µε το µέτρο τους. Το πέρασµα στην 1z = αποκαλύπτει µε τι πρέπει να είναι ίσο 

αυτό το µέτρο. 
 

Σαφώς την (Ε) 1z =  την επαληθεύουν και άλλοι άπειροι µιγαδικοί που 

απεικονίζονται στον µοναδιαίο κύκλο στο µιγαδικό επίπεδο. Ουσιαστικά από την 
δεξαµενή των µιγαδικών που έχουν µέτρο 1  εντοπίζουµε εκείνους που µπορούν 
επιπλέον να έχουν και 3 1z z= = . Άρα κάθε λύση της 3z z=  πρέπει να έχει 

υποχρεωτικά µέτρο ίσο µε 1.Ετσι καταλήγουµε να λύσουµε την 3 1z = . 
 
Αν µάλιστα το σκεφτούµε γεωµετρικά  βρίσκουµε  πως πρέπει να είναι το διάνυσµα 
ενός µιγαδικού λύση της (Ε) 3z z= . 

Με λίγη χρήση  της τριγωνοµετρικής µορφής (εκτός ύλης για την Γ΄ Λυκείου) 
καταλαβαίνουµε ότι  ο µιγαδικός που αναζητούµε έχει µέτρο 3z z z z⋅ ⋅ =  και 

εφόσον αυτός είναι  ο z  πρέπει όπως πριν να ισχύει αναγκαστικά 1z = . 

Επίσης  η γωνία  που σχηµατίζει το διάνυσµα αυτό µε τον  άξονα Οx πρέπει να είναι 
τέτοια ώστε να κάνει τον 3z  να  απεικονιστεί στο (1,0). 
 

Άρα  αν η γωνιά αυτή είναι θ του 3z  είναι 3 θ⋅  (De Moivre) οπότε  πρέπει 
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θ κπ θ κ⋅ = ⇒ =  µε κ ακέραιο που δίνει την [ )0,2θ π∈  άρα προκύπτει ότι 



0θ =  ή 2
3
π

θ =  ή 4
3
π

θ = . Τα διανύσµατα  λοιπόν αυτά µε µέτρο 1 και αυτές τις 

γωνιές αντιστοιχούν στις λύσεις της (Ε) 3 1z = . 
 

Έτσι µπορεί κάποιος να χειριστεί και (Ε) της µορφής ( , ) 0f z z =  όπως π.χ. ( )53z z= . 
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