
"Sorry, δεν είναι αυτό που νοµίζεις…" 
 
 
 
Στο παρακάτω σχήµα το µπλε και το κόκκινο αυτοκίνητο ξεκινούν την ίδια 
στιγµή από το Α. Κινούνται ελεύθερα το καθένα στη δική του τροχιά. Πόσα 
είναι, συνολικά, τα πιθανά σηµεία συνάντησής τους; 
 

 
 
Στο παρακάτω σχήµα το µπλε αυτοκίνητο ξεκινά από το Α και την ίδια στιγµή 
το κόκκινο αυτοκίνητο ξεκινά από το Β. Τα αυτοκίνητα κινούνται ελεύθερα το 
καθένα στη δική του τροχιά. Πόσα είναι, συνολικά, τα πιθανά σηµεία 
συνάντησής τους; 
 

 
 

"...κάπου θα συναντηθούµε..." 
 



Τελικά, τα πιθανά σηµεία συνάντησης αυτών των δύο αυτοκινήτων είναι 3; Τα 
Α, Β, Γ ή µήπως αυτό αλλάζει αν µε κάποιον τρόπο η τροχιά του ενός δεσµεύει 
την τροχιά του άλλου; 
 
 
 

Έστω η συνάρτηση = − ≥2f(x) 1 x , x 0 . 
 

(α) Να δείξετε ότι είναι αντιστρέψιµη. 
(β) Να οριστεί η αντίστροφη. 
(γ) Να βρεθούν τα κοινά σηµεία των −1f f

C , C . 

 
(α) Η f εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι γνησίως φθίνουσα, άρα είναι και −1 1, 

δηλαδή είναι αντιστρέψιµη. 
 
(β) Θέτουµε =y f(x)  και έχουµε: 
 

= ⇔ = − ⇔ = −2 2y f(x) y 1 x x 1 y    (1) 
 

 Πρέπει − ≥ ⇔ ≤1 y 0 y 1. Με αυτόν τον περιορισµό έχουµε: 
 

⇔(1) |x|= −1 y
≥

⇔
x 0

−= − ⇔ = −1x 1 y f (y) 1 y , ≤y 1. 

 

 Άρα είναι − = −1f (x) 1 x , ≤x 1. 
 
(γ) Είναι = +∞ fA [0, ), − = −∞1f

A ( , 1], οπότε −∩ =  1f f
A A [0,1]. 

 
 1ος τρόπος 
 

 Τα σηµεία τοµής των γραφικών παραστάσεων των f  και −1f  βρίσκονται 
από τη λύση του συστήµατος: 

 

−

=⎧
⎨

=⎩
1

y f(x)
y f (x)

, µε ∈  x [0,1]  

 
 από το οποίο προκύπτει η εξίσωση: 
 

−= ⇔ − = −1 2f(x) f (x) 1 x 1 x    (2) 
 

 Πρέπει − ≥ ⇔ − ≤ ≤21 x 0 1 x 1, το οποίο πληρείται, διότι ∈  x [0,1]. 
Εποµένως έχουµε: 

 

Το µαθηµατικό πρόβληµα 
 



( ) ( )⇔ − = − ⇔
222(2) 1 x 1 x 1 − + =2 42x x 1 − ⇔x  

 
− + = ⇔ − + = ⇔ − + − = ⇔4 2 3 2x 2x x 0 x(x 2x 1) 0 x(x 1)(x x 1) 0  

 

=x 0    ή   =x 1   ή   − += 1 5x
2

. 

 

 Η λύση − −= 1 5x
2

 απορρίπτεται διότι − −= <1 5x 0
2

... 

 
 Άρα οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f  και −1f  τέµνονται στα 

σηµεία: 
 

A(0, 1),   B(1, 0)    και   
⎛ ⎞− + − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 5 1 5Γ , 
2 2

. 

 
 Παρατηρούµε ότι µόνο το σηµείο Γ ανήκει πάνω στην ευθεία =y x ... 
 
 2ος τρόπος 
 

 Αν M(x, y) κοινό σηµείο των −1f f
C , C , τότε =y f(x)  και −= 1y f (x). Έτσι τα 

κοινά τους σηµεία προκύπτουν από τη λύση του συστήµατος: 
 

−

⎧= =⎧ ⎧ = −⎪
⇔ ⇔⎨ ⎨ ⎨

= = = −⎪⎩ ⎩ ⎩

2

1 2

y f(x) y f(x) y 1 x    (1)
y f (x) x f(y) x 1 y    (2)

 

 

( )⇔ = − − ⇔ =
22(2) x 1 1 x x 1 − 1 + − ⇔2 42x x  

 
− + = ⇔4 2x 2x x 0 ...⇔ − + − = ⇔2x(x 1)(x x 1) 0  

 

=x 0    ή   =x 1   ή   − += 1 5x
2

. 

 
 Και πάλι διαπιστώνουµε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f  

και −1f  τέµνονται στα σηµεία: 
 

A(0, 1),   B(1, 0)    και   
⎛ ⎞− + − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 5 1 5Γ , 
2 2

. 

 
 Όλα τα παραπάνω φαίνονται στο σχήµα που ακολουθεί: 
 



 
 

Μήπως όµως τα πράγµατα δεν είναι έτσι όπως φαίνονται; Αν δούµε τις 
γραφικές παραστάσεις των f  και −1f  αποτυπωµένες στο χαρτί, πράγµατι 
φαίνονται να έχουν 3 κοινά σηµεία, τα Α, Β και Γ. Όµως µπορούµε να 
ισχυριστούµε ότι όντως είναι κοινά αυτά τα σηµεία; Ας παρακολουθήσουµε το 
επόµενο βίντεο: 
 

Antistrofi.mp4 
 

Παρατηρούµε π.x. ότι αν στην f  θέσουµε όπου x  το 0 παίρνουµε αποτέλεσµα 
1, δηλαδή το σηµείο ∈ fA(0,1) C . Τότε όµως, την ίδια στιγµή, στην −1f  

υποχρεωτικά µπαίνει το 1 και δίνει αποτέλεσµα 0, δηλαδή το −ʹ′ ∈ 1f
A (1, 0) C . 

Διαπιστώνουµε λοιπόν σαφώς ότι τα σηµεία  A(0,1) και ʹ′  A (1, 0) δεν ταυτίζονται 
και αυτό συµβαίνει λόγω της δέσµευσης που διέπει εξ ορισµού τις συναρτήσεις 
f  και −1f . Δηλαδή δε γίνεται συγχρόνως να θέσουµε και στην f  και στην −1f  
όπου χ το 0… Συνεπώς το µοναδικό κοινό σηµείο που έχουν στην 

πραγµατικότητα είναι το 
⎛ ⎞− + − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 5 1 5Γ , 
2 2

 διότι τότε: 

 

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + − + − + − += ⇔ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

11 5 1 5 1 5 1 5f f
2 2 2 2

. 

 

https://www.youtube.com/watch?v=9JxYVylPGIE


Δηλαδή όταν στην f  θέσουµε όπου χ το − +1 5
2

 δίνει αποτέλεσµα − +1 5
2

, 

οπότε την ίδια στιγµή µπαίνει στην −1f  το − +1 5
2

 και δίνει επίσης αποτέλεσµα 

− +1 5
2

. Συνεπώς αυτή είναι η µοναδική περίπτωση όπου τα σηµεία Α και ʹ′A  

ταυτίζονται, όπως άλλωστε φαίνεται ξεκάθαρα και στο βίντεο που προηγήθηκε. 
 
Ας δούµε όµως το ζήτηµα και στο µιγαδικό επίπεδο. 
 
Έστω οι µιγαδικοί ∈ £z, w  µε =w iz . Αν οι εικόνες Μ(z) των µιγαδικών 

αριθµών z κινούνται πάνω στη γραµµή = − ≥2
1C : y 1 x , x 0 , να βρείτε: 

 

(α) Τη γραµµή 2C  πάνω στην οποία κινούνται οι εικόνες Ν(w) των µιγαδικών 

αριθµών w. 
(β) Την ελάχιστη τιµή του −|z w|, καθώς και τους µιγαδικούς z και w των 

οποίων το µέτρο παίρνει την τιµή αυτή. 
 

(α) Έστω = +z x yi, όπου ∈ °x, y , οι οποίοι απεικονίζονται στα σηµεία 

M(x, y) µε = − 2y 1 x , ≥x 0 . 
 
 Έστω = +w α βi , όπου ∈ °α, β , οι οποίοι απεικονίζονται στα σηµεία 

Ν(α, β). 
 
 Είναι: 

=⎧
= ⇔ + = − ⇔ + = + ⇔ ⎨

=⎩

α y
w iz α βi i(x yi) α βi y xi

β χ
. 

 
 Τότε έχοντας = − 2y 1 x , ≥x 0 , προκύπτει ότι: 
 

= − 2α 1 β , ≥ ⇔β 0  
 

= −2β 1 α, ≤ ⇔α 1  
 

= −β 1 α , ≤α 1. 
 

 Άρα οι εικόνες Ν(w) των µιγαδικών αριθµών w κινούνται πάνω στη γραµµή 

= −2C : y 1 x , ≤x 1. 

 
(β) Το −|z w| εκφράζει την απόσταση των εικόνων M(z) και Ν(w) των 

µιγαδικών z και w στο µιγαδικό επίπεδο. Αυτή η απόσταση καθορίζεται 
από τη θέση των Μ, Ν πάνω στις 1C  και 2C . Αυτή όµως η θέση δεν είναι 



ελεύθερη καθώς αν το Μ βρεθεί κάπου στη 1C  το Ν υποχρεώνεται να 

βρεθεί σε µια συγκεκριµένη θέση στη 2C , που υπαγορεύεται από τη 

δέσµευση που τους διέπει =w iz . Έτσι: 
 

−|z w|= −|z iz|= + − −|x yi i(x yi)|=  
 

+ − −|x yi xi y|= − + −|(x y) (y x)i|=  

− + − = − = −2 2 2(x y) (y x) 2(x y) 2|x y|=  

 

− − 22|x (1 x )|= − + 22 |x 1 x |= + −22 |x x 1|. 
 

 Έτσι η απόσταση των Μ, Ν καθρεφτίζεται στην ποικιλία των 
αποτελεσµάτων που δίνει η + −2|x x 1|, µε ≥x 0. 

 
 Θεωρούµε τη συνάρτηση =f(x) + −2|x x 1|, µε ≥x 0. 
 

 Είναι =f(x) + −2|x x 1|=

⎧ ⎡ ⎤− +− − + ∈⎪ ⎢ ⎥
⎪ ⎣ ⎦
⎨

⎡ ⎞− +⎪ + − ∈ + ∞⎟⎢⎪ ⎣ ⎠⎩

2

2

1 5x x 1, x 0, 
2

1 5x x 1, x , 
2

. 

 

 Για 
⎡ ⎞− +∈ ⎟⎢
⎣ ⎠

1 5x 0, 
2

 έχουµε: ʹ′ = − −f (x) 2x 1 

 

 Για 
⎛ ⎞− +∈ + ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 5x , 
2

 έχουµε: ʹ′ = +f (x) 2x 1 

 
 Σχηµατίζουµε τον παρακάτω πίνακα µε το πρόσηµο της ʹ′f  και τη 

µονοτονία της f : 
 

 
 



 Παρατηρούµε ότι η f  παρουσιάζει: 
 

ολικό ελάχιστο στο − +1 5
2

 το 
⎛ ⎞− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 5f 0
2

. 

 
 Εποµένως η ελάχιστη τιµή του −|z w| είναι 0 και η απόσταση των εικόνων 

M, N των µιγαδικών αριθµών z και w αντίστοιχα, γίνεται ελάχιστη όταν 

− += 1 5x
2

. Τότε: 

 

− + − − += − = =1 5 3 5 1 5y 1
2 2 2

. 

 
 Άρα οι µιγαδικοί z και w των οποίων το µέτρο παίρνει την ελάχιστη τιµή 

είναι: 
 

− + − += + = +0
1 5 1 5z x yi i
2 2

   και   − + − += + = +0
1 5 1 5w α βi i
2 2

, 

 
 δηλαδή συµπεραίνουµε ότι =0 0z w . 

 

 
 
 
Αυτό που αναδεικνύεται από την προσέγγιση των µιγαδικών είναι ότι η σχέση 
που τους συνδέει =w iz  επιβάλλει στα Ν(w)  να είναι πάντα συµµετρικά των 



Μ(z) ως προς την ευθεία =ε : y x . Ότι ακριβώς δηλαδή επιβάλλει στα σηµεία 

της −1f
C  η σχέση µε τα σηµεία της fC  στο αρχικό πρόβληµα. Οι δύο γραφικές 

παραστάσεις δε "ζωγραφίζονται" ανεξάρτητα η µία από την άλλη. Όποτε 
δηλαδή "τυπωθεί" το 1ο σηµείο της fC  υποχρεώνεται να "τυπωθεί" σε 

συγκεκριµένη θέση το 1ο σηµείο της −1f
C . 

 

Έτσι ζητήµατα όπως το πλήθος των κοινών σηµείων, η µέγιστη-ελάχιστη 
απόσταση σηµείων ή ακόµη και το εµβαδόν χωρίου µεταξύ τους υποχρεούνται 
να λάβουν υπόψη τους αυτήν ακριβώς τη δέσµευση. Εκτός και αν κάποιος 
υποθέσει ότι πρόκειται για "παγωµένα σκίτσα", χωρίς παρελθόν. Τότε όµως το 
πρόβληµα είναι διαφορετικό, διότι ξεχνά τη σχέση −= ⇔ =1f(x) y f (y) x  και τη 
σχέση =w iz . Σ’ αυτήν την περίπτωση όµως το πρόβληµα πρέπει να 
διατυπωθεί διαφορετικά: 

 

"Να βρείτε τα κοινά σηµεία ανάµεσα στη fC  και την gC  µιας συνάρτησης g(x) 

που έχει τον τύπο της −1f ". 
 

Δεν πρόκειται για ένα απλό παιχνίδι µε τις λέξεις, αλλά καθαρά για ένα άλλο 
πρόβληµα. 
 
 

Γιάννης Ανδρεάδης 
Ηλίας Ντεϊρµεντζίδης 

 
 


